
E.S.I.G.E.TEL. 

mathématiques 2 1/3 

369 

CONCOURS ESIGETEL - SESSION JUIN 1994 
DUREE 4 HEURES 

Série Générale 

MATHEMATIQUES II 

ALGEBRE - GEOMETRIE 

EXERCICE DE GEOMETRIE 

Le plan est muni d'un repbre orthonormal (O, 7,j) 
(Ch) est lacourbed'6quation x2 + y 2  +2hxy - 4x + 2y = O 

1) Dbterminer les points communs toutes les courbes (Ch) 

2) Rbduire I'Quation de (CA) et en donner sa nature lorsque A E { i, 1, 2) 

3) 
a) Dire pourquoi on peut definir au voisinage de O une fonction cp telle que 

x2 + cp(x)* +2hxcp(x) - 4x + 2cp(x) = O pourxvoisinde0 
cp(0) = -2 

b) Calculer $(O) et cp"(0). En déduire le rayon de courbure de (Ch) au point A de 
coordonnbes (O, -2) 

c) Déterminer le vecteur normé tangent et le centre de courbure à (CA) au point A. 
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PROBLEME D'ALGEBRE 

E est un espace vectoriel euclidien de dimension n 
[B = (e,, e2, ..., en) est une base orthonormale de E 
On note (xly) le produit scalaire de x et y 

,!( E) est l'espace vectoriel des endomorphismes de E 
L'application identique sur E est notee e 
h(E) est le sous espace vectoriel de &E) des endomorphismes sym6triques 

,!(E) est muni de la norme llfll = sup If(x)ll 

&E) = {f E J(E) 1 llfll I l} est la boule unit4 de E 
f + est l'endomorphisme adjoint de f, d4fini par : V (x,y)  E E2 (f(x)ly)=(xlf '(y)) 

C(E) = ( f  E B(E) J rg (e - f.0 f) I 1) 

A+&) = {f E L(E) 1 (VX E E) (xlf(x)) 2 O} 

1x11 1 

El = O( E E I Ilf (x)ll = IlXII1 

1) u étant fixe dans E, on définit f, par : (Vx E E) f, (x) = (ulx) u 

a) Montrer que f, E $+(E) 

b) Donner le rang de f, 

c) Quelle est la nature de f, lorsque IIull = 1 ? 

d) U 4tant la matrice unicolonne des coordonnees de u et M la matrice de f, , montrer que 
M = U ( ' U )  

On notera alors f, = u u+ 

2) (u,v) E E2. A quelles conditions a-t-on u U' = v v+ ? 

3) f E &E) 
a) Montrer qu'il existe une base orthonormale de E (a,, a2,  ..., a,) et (X,, h,, ..., h,) E 

n 

R" tels que f = CA, a, a; 
tl 

b) A quelles conditions portant sur les hi a-1-on f E $+(E) ? 

4) Pour f E $(E) prouver t'équivaience suivante : f = O - (VX E E) (xlf(x)) = O 

5) Pour f E $+(E) et x E E prouver I'équivalence suivante : f(x) = O - (xlfcx)) = O 
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6) f E J!(E). Montrer que f E d+(E) si et seulement si il existe une famille (u,, up, ..., un) de E telle 

quef = C u i  ui 
n 

t l  

7)f E &E) 
a) Prouverque (Vx E E) If(x)ll I llfl 1x1 

cj Etablir que l f ]  = I f  *II 

8) 
a) Montrer que : f E &E) a f f E b ( E )  

b) Montrer que : f E &E) w e - f f E %+(E) 

9)f E &E) 
a) Prouver I'équivalence IfIl = 1 w E, # {O} 

b) D6montrer que E, = Ker (e - f * f ) 

Ecrire un r6sultat analogue pour E,. 

c) Demontrer quef (E,) = E,. 
En dMuire que dim (E,.) = dim (E,) 

10) f E B(E) 
F = { X  E E 1 (Vk E N) 
G est l'orthogonal de F dans E 

fk(X) E Et}  

a) D6montrer que F est un sous espace vectoriel de E 

b) Prouver quef(F) = Fet f (F) = F 

c) Montrer que f(G) c G 

11) f E &E) 

Démontrer que la condition f E C(E) 6quivaut aux conditions suivantes 

i)f E C(E) 

ii) (3u E E) e - f o f  = u U* 


